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 ÈÍÒÅÃÐÀËÈ  
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Óïóòñòâî çà ðåøàâà�å 




x

dx
4sin

: 

 
 

tgxxtg

tt
dttdtt

t

dtt

tt

t
t

dt

x

dx 1

3

1

13

1

21

1
sin 3

13
24

4

2

42

4

2

4










 
















 


  

13)  dxxx 21  

Ðåøå�å:     CxC
t

dttdxxx 
3

3
22 1

3

1

3
1  

Ñìåíà: tdtxdxtx  221        21 xt   

14)  dxxx 5 32 2  

Ðåøå�å:     CxC
t

dttdtttdxxx 


  6 63
6

545 32 2
18

5

63

5

3

5

3

5
2  

Ñìåíà: dttdxxtx 4253

3

5
2           5 3 2 xt  

15) 







dx

x

x

1

1
 

Ðåøå�å:  
  
  













































t

tdt
x

x

xdx

x

dx
dx

x

x
dx

xx

xx
dx

x

x
arcsin

111

1

11

11

1

1
222

 

CxxCtx  21arcsinarcsin  

Çà èíòåãðàë 




 21 x

xdx
 êîðèñòèìî ñìåíó tdtxdxtx  221  

16)  




x

dx
xlnsin  

Ðåøå�å:      CxCttdt
x

dx
x 



 lncoscossinlnsin  

Ñìåíà: dt
x

dx
tx ln  
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17) 




 3 11 xx

dx
 

Ðåøå�å: Ñìåíà: dttdxtx 56 61   

 
 

   
































 1
6666

1
6

1
6

6

11
2

3

2

5

3 66

5

3 t

dt
dttdtdtt

t

dtt

tt

dtt

tt

dtt

xx

dx
 

     CxxxxCtt
tt

11ln61613121ln66
2

6
3

6 666 26 3
23

 

Cxxxx  11ln6161312 663  

Êîä èíòåãðàëà 




1

3

t

dtt
 âðøèìî äå�å�å  

1

1
11: 23




t
tttt  

18)  dxx 29   

Ðåøå�å: 

Ñìåíà: tdtdxtx cos3sin3     
3

arcsin
t

t           

     tdttdtttdtttdttdxx 22222 cos9coscos9cos3sin13cos3sin999 

     


 


 111 sin
4

9

2

9
cos

2

1

2

9

2

9
2cos

2

9

2

9
2cos1

2

9

2

2cos1
9 t

t
dtt

t
tdtdtdttdt

t

 Ctt
x

Ctt
x

Ct
x 2sin1sin2

3
arcsin

2

9
cossin2

3
arcsin

2

9
2sin

3
arcsin

2

9

Cxx
x

C
xxx


2

2

92
3

arcsin
2

9

9
1

3
2

3
arcsin

2

9
 

19) dx
xx

xx









2

2
2

3

 (èíòåãðàöè¼à ðàöèîíàëíèõ ôóíêöè¼à) 

Ðåøå�å: 
     


































dx

xx

x
x

x
dx

xx

x
xdx

xx

xx

21

25

221

25
1

2

2 2

2

3

 

Êîðèñòèëè ñìî ïðâî äå�å�å    2:2 23  xxxx . Ñàäà ðà÷óíàìî: 

  
   
     

 
  21

2

21

2

21

12

2121

25


























xx

BABAx

xx

BBxAAx

xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
. Ìîðà áèòè 

.225  BABA Ðåøå�å îâîã ñèñòåìà ¼å    4,1, BA . Äà�å ¼å èíòåãðàë ¼åäíàê: 

Cxxx
x

x

dx

x

dx
x

x














 2ln41ln

22

4

12

22

. 

20) 
  





 112 xx

xdx
 

Ðåøå�å: 
  

Cxx
x

dx

x

dx

xx

xdx























1ln12ln

2

1

112112
 

Ðàçëîìàê 
     112

2

112112 










 xx

BBxAAx

x

B

x

A

xx

x . Îäàâäå 012  BABA , ñëåäè  

11  BA . 



Âëàäèìèð Áå÷å¼àö 
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 

 - 9 - 

 
 
          Ìåòîäîì ïàðöè¼àëíå èíòåãðàöè¼å èçðà÷óíàòè èíòåãðàëå: 
 
1)  xdxln  

Ðåøå�å: 

x

dx
du

xu



 ln
          

 xdxv

dxdv




 

 Cxxx
x

dx
xxxxdx 



  lnlnln  

2)  xdxx ln3 2  

Ðåøå�å: 

x

dx
du

xu



 ln
         


32

2

3

3

xdxxv

dxxdv




 

 C
x

xx
x

dx
xxxxdxx 



 
3

lnlnln3
3

3332  

3)  xdx2ln  

Ðåøå�å: 

x

xdx
du

xu

ln2

ln 2





    
xv

dxdv




 

  Cxxxxxxdxxx
x

xdx
xxxxdx 



  2ln2lnln2ln
ln2

lnln 2222  

Èíòåãðàë  xdxln  ñå ðåøàâà ïàðöè¼àëíîì èòåãðàöè¼îì êàî ó ïðèìåðó 1). 

4) 





dx

x

x

1
ln  

Ðåøå�å: 

 1

1
ln







xx

dx
du

x

x
u

   
xv

dxdv




 

 
Cx

x

x
x

x

dx

x

x
x

xx

dx
x

x

x
xdx

x

x






























1ln

1
ln

11
ln

11
ln

1
ln  

 
5)  dxxe x  

Ðåøå�å: 

dxdu

xu




   

 dtdxtxÑìåíàeedxev

dxedv
xtx

x









:
 

  Cexedxexedxxe xxxxx    

2
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6)   dxexx x22 5  

Ðåøå�å: 

 dxxdu

xxu

52

52




   

 
2

2:
2

1

2

1

2

1 22 dt
dxtxÑìåíàeedtedxev

dxedv

xttx

ex





 

          dxedxxexxedxxexxedxexx xxxxxx 222222222 52
2

1
5

2

1
52

2

1
5

2

1
5  

         dxedxxexedxexexxe xxxxxx 22222222

2

5
5

2

1
52

2

1
5

2

1
 

      Ceee
x

xxeedxee
x

xxe xxxxxxxex 222222222

4

5

4

1

2
5

2

1

2

1

2

5

2

1

2
5

2

1
 

      CxxeCee
x

xxeCeee
x

xxe xxxxxxxx
 24

2

1

2
5

2

1

4

5

4

1

2
5

2

1 2222222222  

Çà èíòåãðàë  dxxe x2  ñìî îïåò êîðèñòèëè ïàðöè¼àëíó èíòåãðàöè¼ó:  

dxdu

xu




   


xx

x

edxev

dxedv

22

2

2

1




 

7)  arctgxdx  

Ðåøå�å: 

21 x

dx
du

arctgxu






    
xv

dxdv




 

   Cxxarctgx
t

dt
xarctgx

x

dx
xxarctgxarctgxdx 







 


 1ln
2

1

2

1

1
2

2
 

Êîä èíòåãðàëà 





21 x

xdx
 êîðèñòèëè ñìî ñìåíó 

2
12 dt

xdxtx   

 
   
          Èçðà÷óíàòè èíòåãàëå óç ïîìî� �óòí-Ëà¼áíèöîâå ôîðìóëå èëè ïîãîäíå ñìåíå ñëåäå�å èíòåãàëå: 
 

1)   

8

0

32 dxxx  

Ðåøå�å: 

      16
4

3
216

3

22
08

4

3
08

3

22

3

4

2

3
222 3 43

8

0

3

4
8

0

2

3
8

0

8

0

3

1

2

18

0

3   
xx

dxxdxxdxxx  

3

100

3

36

3

64

4

48

3

64
  

3
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2)  

3

2
2 1

2

x

dx
 

Ðåøå�å: 

 
        























  
3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2
2

1ln1ln
1111

1

11

1

11

11

1

2
xx

x

dx

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

xx

dxxx

x

dx
 

2

3
ln2ln3ln3ln2ln22ln3ln4ln1ln2ln   

4) 
 



1

0
22 1x

xdx
 

Ðåøå�å: 

 
  4

1

2

1

4

11

2

1

12

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

11

0

2

1

2

1

2
222










   t

t
dtt

t

dt

x

xdx
 

Ñìåíà: dtxdxdtxdxtx
2

1
212

  

Çà 110,0 2  tx . Çà 211,1 2  tx  

5) 


8

3 1 x

xdx
 

Ðåøå�å: 

     
3

32
232

3

8

3

27
22

3
2122

21

1

3

2

3

2

33

2

2
3

2

33

2

28

3


















 t

t
dttdt

t

tt

t

tdtt

x

xdx
 

Ñìåíà:  

tdtdxdt
t

dx

dt
x

dx

txtx

2
2

12

11 2








 

 
       Ìåòîäîì ïàðöè¼àëíå èíòåãðàöè¼å ðåøèòè îäðå�åíå èíòåãðàëå: 
 

1) 
e

xdx
1

ln  

Ðåøå�å: 

xv
x

dx
du

dxdvxu



 ln
 

111lnlnlnln
1

1
1

1

  eexee
x

dx
xxxxdx

e
e

e
e

 

4
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2) 


0

sin xdxe x  

Ðåøå�å: 

x

x

evxdxdu

dxedvxu





cos

sin
 














 









0
0

0
0

0

sincoscossinsin xdxeexxdxeexxdxe xxxxx  

 
 PeP  1  

 

xevxdxdu

dxxedvxu





sin

cos
 

 
   
        Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îãðàíè÷åíó ëèíè¼àìà 24 xxy   è 0y . 

Ðåøå�å: 
Çà îâàêâå çàäàòêå ìîðàìî äà íàöðòàìî ñëèêó: 
 
 

 

 
3

32

3

6496

3

64
32

32
444

4

0

4

0

34

0

2
2

4

0

4

0

2



 

xx
dxxxdxdxxx  

 

5
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       Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îãðàíè÷åíó ëèíè¼àìà 1622  yx  è xy 62   
 
Ðåøå�å: 
Ðàäè ñå î ïîâðøèíè èçìå�ó êðóãà è ïàðàáîëå. Äà íà�åìî ïðâî ïðåñå÷íå òà÷êå êðóãà è ïàðàáîëå: 

820166

6

16

21
2

2

22







xxxx

xy

yx

 

Äðóãî ðåøå�å íå äîëàçè ó îáçèð ¼åð íå ìîæåìî íà�è êîðåí íåãàòèâíîã áðî¼à (ó îâîì ñëó÷à¼ó). Äàêëå, 
2x . 

Äà�å, èç ïðâå ¼åäíà÷èíå 216 xy  , èç äðóãå xy 6  
Ñëèêà: 
 
 
                                                                                 Êàêî ¼å ïîâðøèíà ñèìåòðè÷íà ó îäíîñó íà x -îñó 
 èìàìî äà ¼å ïîâðøèíà ôèãóðå ¼åäíàêà: 

  

4

2

2
2

0

21 16262 dxxdxxPPP  

 Äà íà�åìî ïðâî 1P : 

   22
3

2
62

3

2
626262

2

0

2

32

0

2

12

0

xdxxdxx  

 
3

316
  

 Äà íà�åìî 2P (ñìåíà: tdtdxtx cos4sin4  ): 

   tdttdxx cos4sin16162162
2

6

2
4

2

2





 

 


 
2

6

2

6

2

6

2

6

2 2cos1616
2

2cos1
32cos32

















tdtdtdt
t

tdt  

34
3

16

2

3
08

3

16
sin8

62
16cos816

3

3

2

6
























 











 uudut  

Çà èíòåãðàë 
2

6

2cos





tdt  êîðèñòèëè ñìî ñìåíó: dudtut
2

1
2   

Äàêëå, êîíà÷íî ðåøå�å ¼å:  34
3

4
34

3

16

3

316
 


P  
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            Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îãðàíè÷åíó îñîì Oy , ïàðàáîëîì 372  xxy  è òàíãåíòîì îâå  
            ïàðàáîëå, ïàðàëåëíîì ïðàâî¼ 015  yx  

Ðåøå�å: Ïðâî òðåáà äà íà�åìî òó òàíãåíòó ïàðàáîëå. Ïîøòî ¼å îíà ïàðàëåëíà ñà 015  yx  
êîåôèöè¼åíòè ìîðà¼ó äà èì áóäó ¼åäíàêè 15  xy , çíà÷è 5k . Äàêëå. 

15725'  xxy . Äîäèðíà òà÷êà òàíãåíòå è ïàðàáîëå ¼å  3,1 T . Òàíãåíòà 

    25153: 11  xyxyxxkyyt . 
Ñàäà ìîæåìî äà íàöðòàìî ñëèêó: 

 
  Ïîâðøèíà ¼å ¼åäíàêà: 

       
1

0

2
1

0

2 25372537 dxxxxdxxxxP

   
1

0

1

0

21

0

31

0

2

2
2

3
12 x

xx
dxxx  

3

1
11

3

1
  
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             Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îãðàíè÷åíå êðèâîì 22
2

1 2
 xxy  è òàíãåíòàìà êðèâå ó òà÷êàìà 










2

1
,1A  è  2,4B  

Ðåøå�å: 
Äà íà�åìî ïðâî òàíãåíòå: 

  122
2

1
1'1  xyk . Çíà÷è äà ¼å ïðâà òàíãåíòà    

2

3
11

2

1
11  xyxyxxkyy  

  222
2

1
4'2  xyk . Çíà÷è äà ¼å äðóãà òàíãåíòà     6212211  xyxyxxkyy . 

Ñàäà ìîæåìî äà íàöðòàìî ñëèêó: 
 
     Ïîâðøèíà ¼å ¼åäíàêà: 

                                                                            
























 

4

2

5

2
2

5

1

2 6222
2

1

2

3
22

2

1
dxxxxdxxxxP  

                                                                          
















 

4

2

5

2
2

5

1

2 6222
2

1

2

3
22

2

1
dxxxxdxxxx  

                                                                                        
















 

4

2

5

2
2

5

1

2 84
2

1

2

1

2

1
dxxxdxxx  

                                                                                
4

2

5

4

2

5

24

2

5

3

2

5

1

2

5

1

22

5

1

3

8
2

4
32

1

2

1

232

1
x

xx
x

xx
 



































































2

5
48

4

25
162

3
8

125

3

64

2

1
1

2

5

2

1

2

1

2
4

25

3

1

3
8

125

2

1
 

8

9

48

54

48

57693638736126117
12

2

39

48

387

4

3

8

21

48

117



  
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           Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îãðàíè÷åíó ïàðàáîëîì 652  xxy  è íîðìàëå íà òàíãåíòó 53  yx   
           ó òà÷êè äîäèðà ñà ïðàáîëîì. 
Ðåøå�å:  
Ïðâî ìîðàìî äà íà�åìî òà÷êó äîäèðà, îíäà êîåôèöè¼åíò íîðìàëå: 
Òà÷êà äîäèðà: 10126553 22  xxxxxx . Òà÷êà äîäèðà ¼å  2,1A . 

Êîåôèöè¼åíò íîðìàëå:  
3

1
131 2221  kkkk . 

£åäíà÷èíà íîðìàëå:    
3

5

3

1
1

3

1
2121  xyxyxxkyy . 

Ìîðàìî äà îäðåäèìî è òà÷êå ïðåñåêà íîðìàëå è ïàðàáîëå: 

3

13
1013163051815365

3

5

3

1
3

5

3

1

65

21
222

2







xxxxxxxxxx

xy

xxy

 

£åäíà ïðåñå÷íà òà÷êà ¼å  2,1 , à äðóãà ¼å 








9

28
,

3

13
 

Ñàäà ìîæåìî äà íàöðòàìî ñëèêó: 
 
                                                             Ïîâðøèíà ¼å: 

     
















 

3

13

1

2
3

13

1

2 65
3

5

3

1
65

3

5

3

1
dxxxxdxxxx  

     









3

13

1

2
3

13

1

2 13163
3

1

3

13

3

16
dxxxdxxx  

    3

13

1

3

13

1

23

13

1

3

13
23

16

3
x

xx
 

   
81

500

81

117038402170

3

10

3

13

9

160

3

8

27

2170

3

1



  

    
  
 
 
 
 
 

9



Âëàäèìèð Áå÷å¼àö 
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 

 - 17 - 

 
       Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îìîòà÷à îáðòíîã òåëà êî¼å íàñòà¼å ðîòàöè¼îì xy 122  , 9x  îêî îñå  
      Ox . 

Ðåøå�å:  

xx
yxy

12

6
12

122

1
'12   

 
9

0

9

0

9

0

9

0

312236122
3

1122
12

36
1122 dxxdxxdx

x
xdx

x
xP   

   168321
3

2
1212331212

3

2
1212

3

2
121221212

12

3

3
12

3

2
  tdtt  

Çà èíòåãðàë  

9

0

3dxx  êîðèñòèëè ñìî ñìåíó tdtdxtx 23 2   èòä. 
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             Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó îìîòà÷à îáðòíîã òåëà êî¼å íàñòà¼å ðîòàöè¼îì 33 xy  , 10  x  îêî îñå 
    Ox . 
Ðåøå�å: 

3

3x
y    223

3

1
' xxy   

 122
9

1

33

1

23

2
1

3

2
1

3
2

2

1

32

1

21

0

43
1

0

4
3

  
t

dt
t

dxxxdxx
x

P . 

 
                
             Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òåëà êî¼å íàñòà¼å îáðòà�åì xy 42  , 1x  îêî îñå Ox . 

Ðåøå�å: 

 2
2

44

1

0

21

0

 
x

xdxV   

 
              Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òåëà êî¼å íàñòà¼å îáðòà�åì xy sin ,  ,0x  îêî îñå Ox . 

Ðåøå�å: 

  


  0sin2sin
42

cos
42

2cos
222

2cos1
sin

22

0
0

1

0000

2 








tdtxxdxdxdx
x

xdxV  

2

2
  

 
    Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òåëà êî¼å íàñòà¼å îáðòà�åì îêî îñå Ox  ðàâíå ïîâðøè îãðàíè÷åíå 
    Êðèâèì xy 2  è 2xy  . 

Ðåøå�å: xy 2  è 42 xy   

 
10

3

5252

1

0

51

0

21

0

4 
  

xx
dxxxV  
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             Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òåëà êî¼å íàñòà¼å îáðòà�åì îêî îñå Ox  ðàâíå ïîâðøè îãðàíè÷åíå  

             êðóãîì 2522  yx  è �åãîâèì òàíãåíòàìà èç òà÷êå 







0,

3

25
A . 

Ðåøå�å:  

Äà íà�åìî ïðâî òàíãåíòå:   Èç óñëîâà äîäèðà ïðàâå è êðóãà    222 1 nqkpkr   ãäå ¼å 525 r ,  

0 qp . Òàíãåíòå òðåáà¼ó äà ïðîëàçå êðîç òà÷êó À, äàêëå ¼åäíà÷èíà ïðàâå èìà îáëèê 









3

25
xky . 

3

25k
kxy  . Îäàâäå èìàìî 

3

25k
n  . Ñàäà ìîæåìî äà ðåøèìî ¼åäíà÷èíó: 

4

3
625225225

9

625
2525 2222

 kkkkk . £åäíà÷èíå òàíãåíòè ñó 
4

25

4

3
 xy  è 

4

25

4

3
 xy . 

Ïîâðøèíó ôèãóðå �åìî äîáèòè àêî îä êóïå ïîëóïðå÷íèêà 4r  è âèñèíå 
3

16

3

9

3

25
H  îäóçìåìî 

çàïðåìèíó ôèãóðå êî¼ó ïðàâè ëóê êðóæíèöå îä òà÷êå À äî òà÷êå Ñ. 

Çàïðåìèíà êóïå ¼å 
9

256

3

16
16

3

1

3

1 2
 HrV . 

Çàïðåìèíà òå ôèãóðå êî¼ó ïðàâè ëóê êðóæíèöå ¼å:    

5

3

3
5

3

5

3

2

3
2525

x
xdxxV   

   
3

52

3

98150

3

98
5027125

3
3525





 


 . 

Êîíà÷íà, òðàæåíà çàïðåìèíà èçíîñè 
9

100

9

156256

3

52

9

256 



V . 

Ñëèêà:  
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